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Conjunto de campos vectoriales analitico reales.

Campo vectorial analitico real.

Campo vectorial holomorfo descrito por
las mismas series de potencias que definen a X.

Congunto de los ceros de X.
Conjunto de los ceros complejos de X¢.

Congunto de campos vectoriales X € X (R™)
tal que Singp(X) = {0} y k := codimSingc (X).

Anillo de gérmenes de funciones analitico

reales en (.

Anillo de gérmenes de funciones holomorfas en 0.
Ideal de las componentes de X en A.

- Ideal de las componentes de X en O.

Anillo local de las componentes de. X en A.

Anillo local de las componentes de X en O.




INTRODUCCION

u

Usualmente, se pueden encontrar estructuras topolégicas de un espacio
(variedad) por medio de objetos . geométricos definidos sobre éste. Las
propiedades globales de los espacios imponen ciertas restricciones sobre los
objetos geométricos que pueden  existir sobre ellos y, reciprocamente, si
tenemos un objeto geométrico, al estudiar los puntos “especiales” donde |
pasan cosas interesantes, .e., los “puntos singulares” y sumando las contribu-

ciones locales de estos puntos, obtenemos una propiedad global del espacio.

Un ejemplo tipico de ésto, es el teorema de Poincaré-Hopf sobre el indice de

un campo vectorial (objeto geométrico) y la caracteristica de Euler-Poincaré b
de la variedad (espacio) sobre la cual estd definido dicho campo vectorial.

Este ejemplo ha sido el punto de partida de trabajos que persiguen describir
- propiedades de variedades definiendo objetos geométricos sobre ellas. Por
ejemplo, Gémez-Mont, Seade y Verjovsky [GSV] definieron el indice GSV
de un campo vectorial restringido a una variedad afin V — {f =0} 1a cual
tiene una singularidad aislada en el origen y coincide con una singularidad
aislada del campo vectorial. Sobre el indice GSV, se han escrito una cantidad
importante de articulos tanto en el caso real como complejo y su objetivo
principal ha sido encontrar una férmula algebraica para calcular este ntimero "
que nos da informacién topolégica de la variedad V. Entre los trabajos que
se encuentran en la literatura sobre el indice GSV estan los de Gémez—Mont,
Verjovsky, Bonatti, Giraldo, Mardesié, Seade, et. al., cuyas citas bibliograficas
son [GSV], [Gé], [G6M 1], (G6M 2], [GGSM] y [BG]. -

Nuestro interés en este trabajo es el indice de Poincaré—Hopf (definido como
el grado del mapeo de Gauss inducido por el campo Vectorial en una esfera
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suficientemente pequefia alrededor del punto singular), asi que, éiempre que
yo hable del indice de un campo vectorial, me estare refiriendo al indice de
Poincaré-Hopf.

Como lo comenté antes, el resultado principal en la teoria del indice de
Poincaré—Hopf es sin duda el teorema (de Poincaré-Hopf) el cual dice que
si X es un campo vectorial sébre una variedad C>*® M compacta y tal que
X tiene Unicamente un ndmero finito de puntos criticos aislados DIy -y Pr,
entonces : »

D Ind,, X = x(M)

=1

donde Indp, X denota el indice de X en el punto p; y x(M) es la caracteristica
de Euler-Poincaré de M. Algunas referencias donde se puede encontrar una
prueba de este resultado son [M 1, pdg. 35] y [H, pag. 133]. Este teorema es
muy importante ya que nos da informacién de la topologia de la variedad a
través del indice.

El indice de un campo vectorial, estd definido para campos vectoriales con-
tinuos y consecuentemente para campos vectoriales que son C*, C*, C¥y-
holomorfos, dependiendo de la estructura del campo vectorial es la dificultad

para calcularlo. : _ g

. . , O .

Por ejemplo, si Z = E Z ’”8— es un campo vectorial holomorfo en C?,
. . 2L

k=1

con un punto singular aislado en' 0, entonces el indice de Z en 0, IndoZ, se
puede calcular a través del dlgebra Az, obtenida del anillo @ de gérmenes
de funciones holomorfas sobre C* en 0, dividido por el ideal que generan los
gérmenes de las componentes de X, esto es, '

210+ + ZnO’

Az

y se tiene que
Ind¢Z =dim Az.

Este teorema (véa capitulo 0, seccién §0.3) nos muestra que haciendo uso del
-&lgebra, podemos calcular un invariente topoldgico como lo es el indice de
. 5 ~
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Poincaré-Hopf. A la dimensién de Ax también se le conoce como el nimero
de Milnor [Lo, pdg. 3] y mide la multiplicidad del punto singular. El resultado
anterior es falso en el caso real, ya que en R” tenemos campos vectoriales
con indice negativo. Asi pues, una pregunta natural es: ¢Hay una manera
algebraica de calcular el indice de campos vectoriales.reales?

Una respuesta afirmativa a esta pregunta, fue dada a conocer por Eisenbud
y Levine en 1977 en el caso que la singularidad aislada del campo vectorial
real permanece aislada en C". Antes de describir el resultado de Eisenbud
y Levine, vamos a identificar los tipos de singularidades aisladas de campos
vectoriales reales, en el sentido referido antegiorment_e.

Sea X € X (R") un campo vectorial analitico real con una dnica singularidad
aislada en el origen y denotemos por Xc al campo vectrorial complejificado

de X, el cual esta definido por las mismas series de potencias que definen a X.

Cuando la singularadad aislada de X sigue siendo aislada para su complejifi-
cado X¢ se llama “singularidad algebraicamente aislada”, en caso contrario,
se le llama “singularidad no algebraicamente aislada”. En algunos libros se
refieren a una singularidad algebraicamente aislada como de multiplicidad
finita. : ’

Un resultado fundamental en el teorema de Eisenbud y Levine es el hecho
que una singularidad aislada de un campo vectorial analftico real X, es alge-

braicamente aislada si y sélo si la dimensién del dlgebra Ax es finita. Siel

punto singular no es algebraicamente aislado, la dimensién de Ax -es infinita.

r

Ana referencia de lo anterior es el teérema 6 del capitulo 5 seccién 3 de [CLO], -

véa también el teorema 03.b del capitulo 0. Adicionalmente, la condicién que
el 0 es una singularidad no algebraicamente aislada del campo vectorial X,
es por definicién que la dimensién pura de] conjunto singular complejo de
X sea positiva, i.e. dim Singc(X) > 0, algebraicamente se traduce en decir
que las compgjnentes de X vistas como elementos del anillo @ no forman una

sucesion regular o geométricamente, que la variedad afin de las componentes-

de X en C™ no es una interseccién completa.

Cuando la singularidad aislada del campo vectorial analitico real X es
algebraicamente aislada, Eisenbud y Levine demostraron que si

A
6

¢:Ax = —R




es un funcional lineal tal que la clase del jacobiano, Jy, de X en Ax va a un
valor positivo y si (-, -) := (-, )4 es la forma bilineal simétrica sobre el algebra
Ax definida por :

(p,q) = ¢(pg), VpgeAx.

Entonces,

Teorema. (Eisenbud-Levine) La forma bilineal simétrica {(,©) es mo
degenerada, su signatura no depende de oy ‘

Indo X = signatura (-, -).

Una demostratracién de este teorema es el articulo de Eisenbud y Levine.
[EL], otra pueba del mismo resultado fue hecha por Arnold, Guzein-Zade y -
Varchenko en su libro “Singularities of differentiable maps [AGV, p4g. 103]
y un bosquejo de la misma (tomada de [AGV]) en el capitulo 0 seccién §0.4 i
de este trabajo.

Si la singularidad aislada de X no es algebraicamente aislada, la férmula
de Eisenbud y Levine no hace sentido, ya que en ese caso el dlgebra Ax
es de dimensién infinita y por consiguiente, no tenemos un concepto bien :

- definido de signatura de una forma bilineal definida sobre tal espacio. M4s
aln, no siempre hay funcionales lineales con un valor positivo en la clase
del jacobiano. Asi, la pregunta ahora es: . Qué pasa con el indice en puntos
singulares no algebraicamente aislados? ¢Hay una férmula algebraica, para
calcularlo? Mi problema de tesis doctoral es Justamente sobre estas preguntas
que han permanecido sin resolver.

Ast que, el objetivo principal en este trabajo es “investigar si existe una B
férmula algebraica para calcular el indice de campos vectoriales '
analitico reales en puntos singulares que no son algebraicamente o
~ aislados”. o ‘ _

En resumen, trabajaremos con campos vectoriales analitico reales con una

singularidad aislada en 0 tal que su conjunto singular complejo es de di-

mensién pura positiva y nuestro ob jetivo es encontrar una férmula algebraica,

~ para calcular el indice de Poincaré-Hopf. En la siguiente tabla se puede apre-

ciar en qué casos ya existe una tal férmula algebraica y cuales permanecen sin
7 .




resolver. Por ejemplo, el cuadro del centro en la parte inferior, corresponde
a nuestro problema.

=

X € X(R"), - Singg(X)aislada

Indice de X
Poincaré——Hopf :

[ | Singe(X), aislada Férmula algebraica de
‘ Eisenbud-Levine

Fémula algebraica de
Singc(X), no aislada, este trabajo ABIERTO
' (en codimension 1 y 2) |

Vamos a denotar por x (R™, k) al conjunto de campos vectoriales analitico
reales con una singularidad aislada en 0 y tal que k := codimSingc(X). Con
esta notacién, es claro que X € X (R~, n) es un campo vectorial con ung,
singularidad algebraicamente aislada en 0.

En el lema 1.2, probamos que los campos vectoriales en ¥ R, 1) ‘tienen la
caracteristica particular que se escriben de la forma '

X = fY,

donde f es una funcién analitico real con f(0) = ¢, flz) > 06 flz) <

0 para toda z € R\{0} y Vv X(R") es un campo vectorial tal que

codimSinge(Y) > 1. Este resultado no es complicado en ] Caso complejo
8




[GH, pég. 18], [Gun] y [W, p4g. 65], sin embargo, no es trivial el hecho que
la factorizacién sea con una funcién y un campo vectorial analitico reales.

Nuestro primer resultado (teorema 1) resuelve el problema cuando el campo
verctorial tiene una variedad de ceros complejos de codimensién uno.

Teorema 1. Sea X € X(R",1) y supongamos que el campo vectorial Y que
se obtiene de X, al escribir X = fY tiene una singularidad algebraicamente
aislada en 0. Entonces ’

_ fA -
M_X1A+~-+XnA‘ ‘

_es una a’lgebrd de dimension finita, la clase Jy de-

-7 en M esnoceroysi

L:M — R es un funcional lineal tal que L(Jp) > 0, entonces tenemos que
el producto bilineal ' X

()z: M x M—sM —R

(ﬁ, 9)*—%%*—% (%) | ‘

es una forma bilineal no degenerada, su signatura stgnatura(-, -}z, no depende
de L y } ‘
Indo X = (signo(f))" signatura(-, -)y.

En el caso p‘articular que f es reducida fuera del origen, podemos rescatar
la férmula del teorema 1 a través de una forma bilineal sobre el 4lgebra

7o /7= (proposicién 1.5). La importancia de este resultado radica en
(I X - \/I X ( )

el hecho que la forma bilineal que aparece es menos cdmplicada que la qué se _ |
usa en el teorema 1. '

Si el campo vectorial tiene una variedad de ceros complejos de codimensién
2, encontramos una férmula algebraica del indice para una famila generica de
campos vectoriales y damos un teorema de clasificacién. La famils de campos
vectoriales a los que me refiero son los del tipo A segun la siguiente,

9




Definicién. Diremos que X € X(R",2) es del tipo A, si satisface las
siguientes tres condiciones

(i) X se escribe de la forma
5 9

amn—l

| X:fylb% + 4 fynl

donde f: (R*,0) = (R,0) y g A. -

‘ 0
'(ii) El campo vectorial Y = Ylai_ +-+ Yl
. ’ Tq

0
— + ue se .
. 0rp_1 ?8$n b
obtiene de X después de suprimir la funcién f de las primeras n—1
coordenadas, es un campo vectorial en ¥ (R™, k), con 2 < k < n.

(ili) La variedad afin de las funciones analfticas fygenC" esdecodi- .
mension 2 y coincide con Singc(X).

Denotemos por V(g) a la variedad afin de g ¥ por fly(g)—{o} @ la restriccién
de f a V(g) — {0}. Observe que si X € ¥ (R™,2) del tipo A es tal que

el campo vectorial Y tiene al cero como una singularidad algebraicamente -
aislada, entonces f lv(g)— {0} es de un solo signo.

| Teorema 2. Sea X € X(R",2) del tipo A y supongase que el campo
vectorial Y € X (R™) que se obtiene de X, es un campo vectorial con una
‘ singularidad algebraicamente aislada en (. Entonces,

- " M= fA+gA

T XA+ xng  IAx odx

X .
—— = fJY en M es no

cero ysiL: M —R es un funcional lineal tal que L(Jo) > 0 y definimos el
producto bilineal ' ‘ .

es un dlgebra de’ dimension finita, la clase Jy de

()0t M x M—M —R
(h, st_’;TS,__)L <ﬁf5>

10 .
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| entonces tenemos que (-,-)1, es una forma bilineal no degenerada, su signatura
no depende de L y ’

IndpX = (sz‘gno flV(g);{O})n_l signatura(-, ).

El siguiente teorema nos dice qué tipo de campos vectoriales en X (R7, 2)
pueden ser llevados a campos vectoriales del tipo A y consecuentemente
podemos calcular su indice medianté la férmula del teorema 2. '

Teorema 3. Sea Z E‘%(R”,2) tal que Singc(Z) es interseccion completa y
E reducida fuera del origen, con ecuaciones f = 0 y g = 0. Entonces, ezisten
dos campos vectoriales A y B tal que '

, S Z = Af + By.

Ademas, si A ¢ B no se anula en cero, entonces eziste un difeomorfismo local
Y tal que _ . !
v e Z

| es un campo vectorial en X (R, 2) del tipo A. , i

La trascendencia de estos resultados es debido . a que - generalizan el
resultado clédsico de Eisenbud-Levine y de nueva cuenta se vé cémo el algebra
nos ayuda a calcular el indice y en consecuencia obtener informacién
‘topolégica de variedades. Una particularidad importante de estas férmulas
algebraicas, es el hecho que se puede hacer uso de la computadora para operar
con ellas, por ejemplo, uno puede hacer wuso del Software para
geometria y dlgebra conmutativa “Macaulay 2”7 desarrollado por M. Stillmann
y D. Grayson [GS] (ejemplo 1.6), este programa de computacién esta basado
: ~ sobre la teorfa de bases de Grébner que recientemente ha proporcionado al-
| goritmos para hacer calculos algebraicos. Algunas referencias sobre este tema

son [AL], [CLO] y [V].

Para encontrar las férmulas de los teoremas 1 y 2, fue necesario identificar
un espacio de dimensién finita y posteriormente definir una forma bilineal
cuya signatura es el indice. Lo sorprendente de ello es que haciendo uso
del complejo de Koszul podemos rescatar estos espacios, segun lo muestran
nuestros siguientes resultados. - '

11




Proposicién 3.1. Sea X ¢ X (R, k) y K el complejo de Koszul para X .
Entonces tenemos que :

H,_(K) #0,
es un Ho(K)-mddulo y H;(K) =0, Yi > n — k.

En el caso que X tiene una variedad de ceros complejos de codimensién uno
tenemos el, '

Corolario 3.3. Sea X € X (R™,1) y supongamos que el campo vectorial Y
que se obtiene de X al escribir X = fY tiene una singularidad algebraica-
mente aislada. Sea K el complejo de Koszul asociado a X. Entonces,

____Jo
X0+ 4 Xm0 |
esel mo’dulo M de dimensidn finita del teorema 1. "

.‘ ann H,_:(K)

Hg(X)

Y si el conjunto singular complejo de X es de codimensién 2 v es del tipo A .
se tiene el, ‘ '

Corolario 3.5. Sea X € X(R",2) del tipo A y supongase que el campo . I’
vectorial Y que se obtiene de X tiene una singularidad algebraicamente ais-
lada en 0. Sea K el complejo de Kozsul de X. Entonces, ' i
. fO+ 490
X0+ -+ Xm0
es el médulo M de dimension finita del teorema 2.

anN gy oy Hn2(K)

Estos resultados nos llevan a enunciar la siguiente,

Conjetura. Sea X € X(R*, k) y K su complejo de Koszul asociado. En- |
tonces, el anulador de H,_1(K) como Hy (K)-mdédulo, 1 \

annHo(I{) Hn—k(K>

es un espacio de dimensidn finita, sobre el cual podemos definir una forma
bilineal simétrica y no degenerada con la propiedad que el indice de X en 0
es la signatura de esta forma bilineal.

‘Esta tesis, esta distribuida en 4 capitulos, en el capitulo 0 enunciamos. el
material fundamental sobre la teorfa del indice de Poincaré-Hopf. El capitulo
12




1 esta dedicado a la prueba del teorema 1, de la proposicién 1.5 y damos
algunos ejemplos donde hacemos el cilculo del indice mediante la férmula
del teorema 1 y con la ayuda de Macaulay 2. ’

El capitulo 2 contiene la prueba de los teoremas 2 y 3 asi como ejemplos y
algunas preguntas interesantes que han quedado sin resolver.

Finalmente, en el capitulo 3 definimos el complejo de Koszul K de cam-
pos vectoriales en X (R®) y profundizamos sobre la relacién entre los gru-
pos de homologia y el hecho que X sea un campo vectorial en X (R™, k)
(propocicién 3.1). Probamos ademds de la proposicién 3.1, los corolarios 3.2
y 3.5.. También calculamos explicitamente el n — 1 (teorema 3.2) y n — 2

(teorema 3.4) grupo de homologia de K cuando el campo vectorial es un

elemento de X (R*,1) y £(R™,2) del tipo A, respectivamente.

‘13




CAPITULO 0

MATERIAL FUNDAMENTAL

En este capitulo bosquejamos el material fundamental del indice de Poincaré-
Hopf, asf como algunos resultados a los que se hace referencia en las demostra-
ciones de nuestros resultados. |

§0.1 El grado de una aplicacién

Definicién 0.1a. (Orientacién) Una orientacién para un espacio vectorial
de dimensién finita, es una clase de equivalencia de bases ordenadas. La
relacién de equivalencia es definida como sigue: La base ordenada (b1y.. .y bp) .
determina la misma orientacién que la base (5}, ..., bl) si

b; = Zaijbj con det (aij) > 0.
, =

El espacio vectorial R™ tiene una orientacién estandar correspondiente a la
base candnica e; = (1,0,...,0),..., e, = (0,...,0,1). En el caso de di-
mensién 0, es conveniente definir una “orientacién” con el simbolo +1 6 —1.

Una variedad diferenciable orientable consiste de una variedad M junto con
una orientacién del espacio tangente, TM,. '

Sean M y N dos variedades orientables sin frontera de dimensién n y sea

f:M— N,

Typeset by ArS-TEX
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una aphcamon Ct. Si M es compacto y N conexo, se define el grado de f de
la siguiente manera. :

Sea z € M un punto regular de f, asi que

es un isomorfismo lineal entre espacios orientados. Definimos el szgno de df;
como +1 6 —1 de acuerdo a si df, preserva é cambia orientacién, respectiva-
mente

Definicién 0.1b. (Grado de una aplicacién) Para cualquier valor regular
yeN de [, definimos el grado de f en y como :

deg(f,y)= > signo(df,).

zef~(y)

Observe que si y € N es un valor regular-de f, se tiene que f~1(y) es |
un conjunto finito (pos1b1emente vacio), esto debido a que f~1(y) C M es
siempre compacto y [~ ( ) es un conJunto dlscreto pues f es inyectiva en

una vecindad de cada z € f~ ( ) :

Algunos resultados importantes sobre el grado de una aplicacién, son:

Teorema 0.1c. (El grado estd bien definido) El entero deg(f,y) no depende
del valor regular Y-

- Demostracién. La prueba de este resultado la puede encontrar en [M 1, | : 1
pag. 28], [H, pag. 124] v en el caso real en [D pag 6].
O v

- Teorema 0:.1d. (El gmdo es invariante bajo homotopias) Si f es
C*—homotépico a g, entonces

deg(f) = deg(g).

Demostracién. [M 1, pag. 28], [H, pég. 123] y [D, pég. 9.
O o
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§0.2 El indice de un campo vectorial

Consideremos un conjunto abierto U C R” y un campo vectorial C*
n
. 0
x=S"x-2
J=1

sobre U, esto es, cada coordenada X7 de X es una aplicacién C? definida en
U,X?:U~-—R" j=1,...,n. Supongamos que a € U es una singularidad
aislada de X y sea D' = {z € U : ||z — a|| < €} el n—disco centrado en a
y radio €. Consideremos la (n — 1)-esfera ST~! con centro en a y radio € la
cual es la frontera de D, con la orientacién inducida del disco.
La funcién

% . Sn—l N Sn—l‘
X o
aplica una esfera suficientemente pequefia en la (n — 1)—esfera unitaria.

Definicién 0.2a. (Indice) El indice de Poincaré-Hopf del campo vectorial
X en el punto singular aislado a, Ind, X, es el grado de la aplicacién

X‘. n—1 X n—1

Esta definicién es un concepto topolégico y se demuestra, que es invariante
bajo difeomorfismos de U. Para explicar esto, consideremos la situacién mas
general de una aplicacién f : M — N, con un campo vectorial sobre cada
variedad, M y N.

Definicién 0.2b. (Correspondencia de campos vectoriales) Los campos
vectoriales X sobre M y Y sobre N ”corresponden” bajo f si la derivada:
dfz, de f en z, aplica el vector X (z) en el vector Y (f(z)) para cada z € M.

Si f es un difeomorfismo, entonces Y es tnicamente determinado por X, para
- ello usamos la notacién ¥ o
Y=dfoXof L

16




Teorema 0.2c. (Invarianza del indice bajo difeomorfismos) Supongase que
el campo vectorial X sobre U corresponde al campo vectorial

Y=dfoXof™!

sobre U'bajo un difeomorfismo f : U —s U’. Entonces el indice de X en un
punto singular aislado a, es igual al indice de Y en f(a), i.e

Ind, X = Inds(,)Y:

Demostracién. [M 1, pag. 33] y [AGV, pag. 87 y 89].
O ' '

 Definicién 0.2d. (Campos vectoriales no _degenerados) El campo vectorial
X es no degenerado en el punto a, si la transformacién lineal dX, es no
singular. ‘ "

Esta definicién implica que a es un punto singular aislado y podemos calcular
el indice de X en a por medio del jacobiano de X. : : |

Teorema 0.2e. (El indice de campos vectoriales no degenerados) El indice - 1
de un campo vectorial X en un punto singular no degenerado a, es +1 6 —1 -
de a cuerdo a si el signo del determinante de dX, es positivo o negativo.

!

Demostracién. [M 1 pdg. 37] y D, pdg 134]. - - .
O : ‘ o r

’ : |

El indice de un campo vectorial, satisface la, “ley de conservacién del nimero”,
‘esto es,’sea X un campo vectorial con una singularidad aislada en a, t un “
pardmetro y X; una perturbacién de X tal que Xg = X. ‘

Teorema 0.2d. (Aditividad del indice) Sea X un campo vectorial con una
singularidad aislada en a, y Xy una perturbacién de X con puntos singulares
atslados, pq, ... »pr- Entonces,

IndoX = 3 Ind,, X,.

J=1

Demostracién. [AGV, p4g. 87 y 89], [D, pag. 141].
O , ' |
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§0.3 Fémula del indice de campos vectoriales holomorfos

n
Sea Z = ZZ’“ ai un germen de campo vectorial holomorfo con una
2k
singularidad aislada en 0. Denotemos por O, al anillo de gérmenes de fun-
ciones holomorfas sobre C* en 0 y sea Iz = Z 10+ .-+ 270 el ideal generado
por las componentes de Z. ' :

Definicién 0.3a. (Multiplicz’ddd ) La multiplicidad de Z en el punto singular
0 es la dimensién de su &lgebra local, '

Lo o ,tLoZ=dimAzg Az=£.
. ' . . IZ

El gérmen Z se llama de multiplicidad finita, si su multiplicidad es finita.

Los teoremas importantes en este contexto, son los siguientes.

Teorema 0.3b. Un gérmen de campo vectorial holomorfo, deja de ser de
multiplicidad finita en un punto a, si y sélo si a es una 1magen inversa no
aislada del cero del gérmen. '

Demostracién. [AGV, pag. 86].
O .

Este teorema lo que dice es que el punto sixigular de Z es aislado si y sélo si
o es finito.

Teorema 0.3c. Fl indice de un campo vectorial holomorfo, con una singu-
laridad aislada en 0 coincide con su multiplicidad, esto es '

.Ind()Z = dlmAZ = /.LoZ.

Bosquejo de la prueba. Una demostracién completa de este teorema la
puede encontrar en [AGV, p4g. 86]. Aqui solo haremos el célculo para un
campo vectorial en particular (la aplicacién Pham) y el resultado se obtiene
usando la propiedad de invarianza del indice, aditividad y la multiplicidad
bajo equivalencias. -
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n

, ' 0 ) ‘ . .
Sea Z™ = E zgk 3. un campo vectorial, es claro que 0 es una singularidad
2k
k=1

aislada de Z™. A la aplicacién definida por este campo vectorlal se le llama
aphcacmn Pham
Aﬁrmacmn El 1nd1ce y la multiplicidad de Z™, coinciden.
m
SQn 1 — SZn 1 que
1Zzm| -

es 1gua1 al nimero de soluciones del sistema de ecuaciones

El 1nd1ce de Z™, es el grado de la aplicacién

m1_ My

- Z —_ 617 ey pA — En,
para una € = (e, .. -,€n) general. Esto debido a que, el determinante de Ia
forma real A : R2" —; R?" de una aplicacién lineal compleja A : C* —s C

es siempre positivo [AGV, pag. 90] y asi, por el teorema 0.2 cualquier

v

aplicacién holomorfa no cambia orientacién [AGV, pag. 90]. Por lo tanto
Ind0Zm=m1 Mo . My,

Ahora, vamos a encontrar la dimensién del lgebra 1ocal de Z™. Para ello,
encontramos una base de

A — (@) ,
I Y; Sy b
Sea I = (i1, . .5 in) un multi-indice, z = (2150, 20) .E, C*y
f(z Z a, 2

[7]=0

una funcion holomorfa. Observe que todos los monomios P -+ 2% para el
cual hay un indice 4, > my es cero en Azm. Asi, una base para Azm son
todos los monomios de la forma

zil -zt donde 0 <u<mg,...,0 Sin <My,
19
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Por lo t’énto, la dimensién del 4lgebra local de Z™ es
poZ™ = dim Agm = my "Myt Mp
y a;si |
IndoZ™ = poZ™. |
O
Terminamos este capitlﬂo con una secciéﬁ sobre la férﬁlula algebraica de

Eisenbud y Levine para calcular el indice de Poincaré-Hopf en puntos singu-
lares algebraicamente aislados.

§0.4 Férmula algebraica del indice de campos
vectoriales reales con ceros algebraicamente aislados

8xk

singula.ridaa algebraicamente aislada en 0. Denotemos por .4, al anillo de
germenes de funciones analitico reales sobre R” en 0 y sea '

n .
Sea X = E X¥— un gérmen de campo vectorial analitico real con una
k=1

IX'=X1A+---+X”A,

el ideal generado por las componentes de X.

Un punto singular aislado de X es algebraicamente aislado, si la dimensién
del algebra local de X es finita, [EL, pag. 19]. Asi, el slgebra

. A
4X“E>

es de dimensién finita. Recordemos que el jacobiano de X es el determinante

J

de la matriz (8)(
81'2'

denotemos por J a la clase del jacobiano de X ,en Ax.

20
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 Entonces,

Lema 0.4a.. La clase J del jacobiano de X es no cero en Ax.

Demostracién. [AGV, pég: 100] y [EL, pég. 35].
0

Considerem’os una aplicacién lineal o : Ax <= R y sea B, una forma bilineal
sobre Ax, definida por la férmula ’ :

Bo(9,h) =a(g-h), Vg,he Ax.

Lema 0.4b. La forma bilineal B, es no degenreada si y sdlo si a(J) > 0.

Demostracién. [AGV, pag. 100], [EL, pag. 35].

0J ‘
El siguiente resultado es el teorema de Eisenbud v Levine sobre la férmula
de la signatura para encontrar el indice de Poincaré-Hopf.

Teorema 0.4c. (Férmula de la signatura) Sea X un campo wvectorial
analitico real, con una singularidad algebraicamente aislada en 0 y sea J €

Ax la clase del jacobiano de X. Si a : Ax — R es un funcional lineal tal
que a(J) > 0, y s1, {,) = (,)a es la forma bilineal simétrica sobre el anillo

Ax definida por |
| (p,q) =alpg), Vp,qe Ax.

Indo X = signatura(,).

Para poder aplicar este teorema, es necesario saber que hay funcionales
lineales c, tal que o(J) > 0. Esto es una consecuencia del lema 0.4a. El
enunciado del teorema implica que la signatura de (,)o es independiente de
la funcional lineal « y del valor que ésta toma en J. Ello se obtiene del lema
0.4b y el teorema se prueba usando una funcional lineal canénica.

Bosquejo de la demostracién. Una demostracién completa de este resul-
tado puede encontrarla en [EL] y una prueba alternativa en [AGV, pég. 103].
El bosquejo de la prueba que presentamos en este trabajo esta basada en.la
prueba que dieron Arnold, Gusein—Zade y Varchenko en su libro.
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El punto singular aislado de X se descompone en p raices complejas del
sistema X (z) = ¢, para un valor regular pequefio €. Sean ay,...,a, estas
raices. La involucién de la conjugacién compleja actia sobre el conjunto de
estas raices.

Como 0-es una singularidad algebraicamente aislada, tenemos que dim Ax =

. ‘ R{z
p < oo. Fijemos p polinomios ey, ..., e, determinando una R-base de #
: X

C ,
Yy, consecuentemente una C-base del 4lgebra _}az_}
X

Denotemos por Lg al espacio de las combinaciones R-lineales de los elementos

de la base y por L al espacio de las combinaciones C—lineales. Consideremos
la forma bilineal B¢ definida sobre Lg por la férmula

B = 3o 20

=1
donde J es la clase del jacobiano de X. Se tiene entonces que la signatura
de esta forma bilineal es el nimero de raices reales del sistema X () = ¢,
contadas con el signo del jacobiano en a;, [AGV, p4g. 104]. Esto se tiene
debido a que la signatura de la forma bilineal es iguala J* —~ J—, donde J*
denota al nimero de puntos fijos de la conjugacién compleja sobre los cuales
J >0y J~ es el niimero de estos puntos fijos donde J < 0 y al hecho que las

funciones de Ly sobre el conjunto de las raices complejas (as,...,a,) y solo
sobre éstas son invariantes bajo la conjugacién compleja.

Luego, por este resultado y el teorema 0.2¢ se tiene que
Indo X = signatura (B€).

Finalmente, al hacer tender e a cero se concluye que la forma bilinea] B¢

tlende a una forma bilineal bien definida B, la cual corresponde a la aplicacién

lineal
m

;ﬂ N

. (as)
ao(h) = 21_1;1’(1) : J(az) . )

=1
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La formia bilineal B es no degenerada y ag(J) > 0. Consecuentemente, la
signatura de B, igual que la signatura de la forma bilineal pre-limite B¢, es
el indice de X en 0.

Asi; hemos probado. la férmula de la signatura para la forma bilineal espec1a1

B que esta definida a través de la funcional lineal -
O




CAPITULO 1

EL INDICE DE CAMPOS VECTORIALES REALES
CON CEROS COMPLEJOS DE CODIMENSI()N UNO

Sea X € X (R") y supongamos que Singg(X) = {0}, i.e., la tnica singula-
ridad aislada del campo vectorial X es el origen. Es claro que la singularidad
aislada de X es también singularidad de X¢, sin embargo, ésta podria no ser
aislada. Un ejemplo sencillo es el campo vectorial

) ) )
) 2y 9 2 2y 9
X =z +y)6x+(x +y)8y,

observe que Singr(X) = {0} y Singc(X) = {y = iz} U {y = —iz} son dos

rectas. El indice de este campo vectorial real est4 claramente definido y de

hecho vale céro, pues al sumarle una constante distinta de cero a una de las
componentes de X se destruye la singularidad y en ese caso el indice vale cero.
Asi, Singc(X) puede ser una variedad de codimensién k con k — 1,2,...,n.

Ex este capitulo, estudiaremos nuestro problema en el caso de campos
vectoriales analitico reales con singularidad aislada en 0 y tal que los ceros
complejos del campo vectorial complejificado es una hipersuperficie, i.e. cam-
pos vectoriales en X (R”, 1).

§1.1 Férmula algebraica del indice de campos vectoriales
reales con ceros compléjos en una hipersuperficie.

En esta seccién vamos a probar el teorema 1, para ello demostramos algunos
resultados que son necesarios.

Typeset by ApS-TEX
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Lema 1.1. Sea X € X(R") un éampo vectorial con singularidad aislada en
- 0 dela forma X = fY, donde

f:(R",0) — (R,0)

0

o . n
es una funcidn que no cambia de signo fuera del 0 y Y = ZYk— es otro-

oz
k=1 k

campo vectorial analitico real. Entonées
IndoX = (signo(f))"Ind,Y-

Demostracién. Como X(0)=0,f(0)=0y X = fY teneros que Y(0) # 0
6 Y(0) = 0. SiY(0) % 0 el resultado se satisface trivialmente, ya que
IndoY = 0y al sumarle una constante positiva a f, se destruye la singularidad
de X y por lo tanto el indice de X en 0, también vale cero.

En el caso que Y'(0) = 0 entonces el 0 es singularidad aislada de ¥ ya que de lo
contrario tampoco seria singularidad aislada de X Luego, tenemos definido

el indice de Y en 0 y por lo tanto existe ¢ > 0 tal que B(0) NSingg(X) = {0}.

¥y Be(0) N Singg (Y) = {0}. Por definici6n, el indice de X en 0 es el grado de

la aplicacién —— : 3B€ (0) — S y como

X
X _fY _fYy
X7~ 7T = AT

= (signo(f)) ”—YW

tenemos que

IﬁdoX = grado <ﬁ) = grado ((signO(f)) ﬁ)

= (signo(f))" [gmdo (ﬁ%)]

= (signo(f))" IndyY-
: 25 |
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Observe que en dimensién par el indice de X = fY en el punto singular es
el indice de Y en el mismo punto. En el ejemplo de la introduccién de este

: 0
capitulo, X = fY donde f =22+ 32y Y = —

+ =—, asi. Por el lema 1.1,
oxr Oy
IndoX =IndoY = 0.

Lema 1.2. S X € X(R*,1), existe una funcién f:R* — Reconla .
propiedad que f(0) = 0, f(z) > 0 6 f(z) < 0 para toda z € R*\{0} vy
un campo vectorial - ' N
y=>v % exmy ]
- k=1 833].3 i

analitico reales tal que X se escribe en la forma

X = fY . ) w“

Demostracién. Puesto que (Singc (X)) es una hipersuperficie en C", existe [

una funcién g (holomorfa) que es factor comun de las las componentes de X ' =
[[GH], [Gun] y [W]] esto es ‘ '

Xi=gYi i=1,....n (1.1.1)
Por otro lado, como O es un dominio de factorizacién tnica [GH] tenemos la

. e, . . : . i
descomposicién en factores primos de cada coordenada del campo vectorial o :
X, : o

Xi‘zuiHXi’j> i=1,...,n. (1.1.2)
j=1 .

En C{z} tenenos definida la aplicacién conjugaciénen los coeficientes de las ‘
funciones holomorfas, -

" C{z} — C{z} ' ' :

o0 o0 ‘11
h=Za,xIr——>7L=ZEzIm‘I ‘
1I|=0 |I]=0 T
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En particular, como X € X (R") se tiene que
Xi=X! Vi=1,...,n (1.1.3)

Asf, para cada i fijo se tiene que en la descomposicién en factores primos de X
cualquier X%’ tiene su con_]ugado es decir, dado X% en la descomposmlon
en prlmos de X* existe Jjo tal que X i:J0 esta en dicha descomposicién y X0 =
XJo. Por lo tanto, X* se puede escribir de la forma,

kiq kig
[[x ) (T] %+
j=1 j=1

Ahora, por (1.1.1) hay elementos X7 que pertenecen a la descomposicién en
primos de todos los X?, asf, por (1 1. 2) también estd su conjugado y por lo
tanto podemos conchur que los X1, ..., X™ tienen un factor comin f que es
de hecho analitico real, esto es

W:ﬂﬂymme (1.1.4)
cén f analiticoreal (f = f). Por (1.1.3) y (1.1.4) se tiene que

Vi=Yi, Vi=1,....n |
~ lo cual implica qué Y" es analitico real para cada i = 1, ... , M.
. Porlotanto Y = Z Y aak es1';a en X(R*) y X = fY. Claramente f(0) =

pues 0 € Singc (X ) y es de un solo 51gno en R*\{0} ya que de lo contrario, 0
no es singularidad alslada de X.

En el caso que los X* son polinomios, el factor comtn f se puede encontrar
usando el algoritmo para encontrar el méximo comun divisor mediante bases
de Grébner [CLO, pag. 188]

O

La importancia del lema 1.2 es en el sentido que la funcién que se factoriza
del campo vectorial X, no cambia de signo fuera del cero y es analitico real.
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; n .
Lema 1.3. Sea X = Zin- € X(R") de la forma X = fY. Entonces,
k—1 8$k ’

la clase del jacobiano de X en Ax es’ _
A
(X1, Xx2,...,X")

JX = [(unidad) f*JY) € Ax =
. donde JY es el jacobiano de Y . |

Demostracién. Una propiedad de los determinantes es - I “
det (A%,..., AL B4 sC AT, A") = :

i L . . . )
det.(‘Al,...,A“‘I,B,AJH,-...,A”)v—f—sdet (Al,...,Aj'l,C, AJ'*'l,...,A") E i

donde 47, B y C son vectores columnas. Esta propiedad la usaremos repeti-
damente en la prueba de este lema as{ como también la propiedad que dice

que si una matriz tiene dos columnas iguales entonces su determinante es N‘
cero. - : L

J
. il
k=1 Tk ;

n . n i
Por hipétesis, X = fY"% conf:R' —RyY = ; Ykai analitico ‘ L
reales. Definamos

1 .,

y! ' Yy} o - :

. - z; Oz; ‘ : T
Yi =1 : , Y . = : ‘ T
D y : : . -

Yyn Y'x’l?,7 8Y” . :;i“f“

(9:133 V ‘\“‘i”

A=, YTy Bi=fY], , : L

0 . .
donde f;, = éxi yJ=1,2,...,n. Con esta notacién, la regla de Leibniz se
J

escribe o .
J.X = det(Al +Bl,...,An +Bﬁ) \“
28 )
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~ donde JY e}s‘ el jacobiano del campo Y. Asi, JX = [(unidad) f"JY] € Ax.

-Teorema 1. Seqa X € X (R, 1‘) Y supongamos que el campo vectorial Y que

Usando las propiedes del determinante mencionadas arriba, JX se descom-
pone como una suma de determinantes de matrices donde cada una de ellas
es de la forma S = (81,...,8,) con Sj=A4;68;= Bj,7=1,...,n. Para
cualquier matriz S tal que exister dos columnas, digamos S; y Sy, con j < k, A ' I
para las cuales S; = A; y S = Ay, entonces ‘
det(S):det(Sl,'..,Aj,...,Ak,...,Sn) |

= fo, fz, det (Sl,...,YT,...,YT,...,Sn)

=0 '
Por otro lado, si S es tal que S; = B; para todo j = 1,...,n excepto para
una ﬁniga J =k para la cual S = Ay se tiene que

det(S) = det (By, ..., By_1, Ay, Bpy1 .. . By)

= det (f}’;?’;,...,f}ff;_l,fkaT,fYT ...,.fo;)

Tr41

= "2, det (Yg,...,Y;’;_l,leT,lYT - YE)

Tr+1

es un elemento de I y por lo tanto es cero en Ax. Por dltimo, cuando Ses -
tal que S; = B;,Vj=1,....nse sigue que

det(S) = det (By, Bs, . .., By)

’ = det (fyg,fyx’-’;,...,fyg;)
= /" det (VI YZ,...,¥7)
= frJY

O

Los resultados anteriores son los elementos necesarios para dar la
demostracién del teorema 1.

se obtiene de X, al.escribir X = fY tiene una singularidad algebraicamente
aislada en 0. Entonces ‘

CfA ,
CXTA4 L X g i
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en M es.no cero y

es una dlgebra de dimensidn finita, la clase Jy de —

st L : M — R es un funcional lineal tal que L(Jy) > 0, entonces tenemos
que el producto bilineal '

()M x M—M —R

b, (he
(h,g)*—>f HL(f)

es una forma bilineal no degenerada, su signatura signatura(-;-)r, no depende
de L y 1 R : _ | ,
Tndo X = (signo(f))" signatural-, -}z

Demostracién. Como el campo vectorial Y tiene una singularidad alge-
braicamente aislada en 0, tenemos que

y |

AY=Y1A+---+YnA

es una 4lgebra de dimensién finita.

Denotemos por ¢ a la aplicacién sobre A4 que es multiplicacién por f, esto
es, ‘

p:A— A
h— 4(h) = h.

La imagen de ¢ es el ideal generado por . f en A. Ademds, la imagen bajo ¢ del
ideal generado por las componentes de Y, es el ideal de las componentes de
X, véa el diagrama 1.0. Por lo tanto la aplicaciéng resulta ser un isomorfismo
de Ax a M y asi M es de dimensién finita. :

Por el lema 1.3, JX = (unidad) f*JY € Ax. Tenemos entonces que ——

fJIY € Ax y por lo tanto Jo = [fJY] € M. Como JY € Ay es no cero [EL]

y ¢(JY) = Jy, se sigue que Jy es no cero. El hecho que Jy es no cero nos

garantiza que hay funcionales lineales sobre M con un valor positivo en Jy.
30




0 Iy € A—>£_Ayh>0
Iy
¢ ol ig
0—>Ix—>fA— T4 o
Ix

DIiAGRAMA 1.0

Sea L : M — R una aplicacién lineal tal que L(Jy) > 0 y definamos la
aplicacién bilineal :

(390t M X M—M —SR
o)7L (7).

Definamos la aplicacién

L Ay — R
g+ L'(g) = L(fg).

Como L es lineal y L (Jy) > 0 tenemos que L' es lineal con I/ (JY) > 0.
Por el teorema de Eisenbud y Levine se tiene que IndyY = signatura(-,-)
donde

(-, '>L" Ay X Ay—Ay—R

(h,g) —hg —L' (hg).
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Ay XAY —'—>AY_

"IN

MM =M —Z~R - |

Diagrama 1.1

Usando el 1somorﬁsmo ¢ : Ay — M se tiene que el diagrama (1.1) conmuta
y por lo tanto (-,-)1 es un producto bilineal no degenerado, su signatura no
depende de L y es igual a la de {-,*)r' que es el indice de Y en 0.

- Luego, por el lema 1.1 se obtlene que

IndoX = (signof)” signatura(-,-)y.
- ‘

Ejemplo 1.4. Consideremos el campo vectorial

— (3.2 2 2 2, 3., 9 ﬂ 2. 2 3_8_
X = (¢° + ¢’z + 2°z) ax—#(:c_y-#y + 2%y) 8y+(a:'z+y Z+Z)8z.

Realizando los calculos adecuados tenemos que

Sng(X) {0} ¥ codlmSmg@ (X) = 1.

En este caso, el conJunto singular complejo de X es un cono en C3. Lo . . ‘ ‘i‘
anterior indica que X € £ (R%,1). : i

Observe que
X'=zf X’=yf y X°=:f

donde f = z? + g,f + 22 es una funcién analitico real con la propiedad que

f0)=0 y f(z)>0, Yz e R*\{0}.

Asi, X = fY donde Y es el campo vectorial analitico real

Y—xi—l— i-{— 2
- oz yay Z@z )
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el cual tiene una singularidad algebraicamante aislada en cero.

fA _ : _
Sea M = X AT AT = fAx. Una base de M es {f} y J, = 37.

Definimos L : M — R tal que L(f) = 1, luego L (Jp) = 3 > 0 y por lo tanto
la matriz que representa a la forma bilineal (-,-)r en esta base es la matriz
de 1 x 1, (1) que tiene signatura +1. Asi, por el teorema 1,

. Il’ldoX = 1.

Si le cambiamos de signo a las cdmponentes de X, es claro que el indice
también debe cambiar por un signo. Veamos cémo se refleja esto en nuestro
resultado, para ello, ahora el campo vectorial X es
| 8 8 8
X = (=23 — 025 _ 2.3 9% /2 31 22) L _ (52 2, 4,3 9
( v vz z‘x)'&c v(a:y+y zy)ay (2®z+y 2)02
Tenemos entonces que f = —z2 — 2 — 22 y por lo tanto f < 0 en R3\{0},
M tiene base {f}, Jo = 3f y si definimos L : M — R tal que L(f) =1

entouces L(Jp) = 3 y la signatura de (-,-); es +1. Por el teorema 1 tenemos

que
Indg X = —1.

§1.2 Una férmula alternativa

La siguiente proposicién nos da una manera, alternativa de calcular el indice ,
de campos vectoriales en X (R™,1), al agregarles una hipétesis adicional.

Proposicién 1.5. Sea X € X(R", 1). Y supongambs que el campovvectorial
Y que se obtiene de X al escribir X = IY, tiene una singularidad algebraica-
mente aislada en 0. Si f es reducida y J = /Ix, entonces la clase Jy del

jacobiano de Y en
A

M= _——
(Ix:J)
es no cero y st L : M' — R es una aplicacion lineal tal que L(Jg) > 0, se
tiene que

()L M'x M'—sM'—R

(h, 9) —hg —L (hg)
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es una forma bilineal no degenerada Yy

Indo X = (signo(f))"signatura(-,-)r.

Demostracién. Claramente | x = (f)Iy donde (f)Iy es el producto de
ideales. Luego, )

VIx =)y
o =/ (f)NIly
: .',' :MH Iy.

Como f es reducida y Singc(Y) = {0}, se tiene que 1/(f) = (f) y el radical
de Iy es el ideal maximal (teorema de N ullstellensatz, [E]). Por lo tanto,

J=VIx=(f)N(21,...,2,) = (f).

~ Luego, (IX 2 J) = (JIy : J) = Iy y en consecuencia g

M/_ "4 — A .
S Ux:J) YA+ yYrA-

- s una &lgebra de dimensién finita ya que el origen es singularidad alge-
“braicamente aislada de Y. Por lo tanto, la clase Jj de JY en M’ es no cero.

Finalmente, por el teorema de Eisenbud y Levine, IndgY = signatura(-,-)r

y por el lema 1.1 se concluye la prueba '
O ‘

Ejemplo 1.6. Conderemos el campo vectorial

0 | 0
4 __ 4 _ 3 3
X—(y x)ﬁx 2(a:y+a:y)8_y.

Mediante calculos sencillos, tenemos que

Singr(X) = {0} y codimSingc (X)=2
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ya que :
Singe(X) = {z — iy =0} U {z + 4y = 0}

* son dos rectas en C2. Es decir, X € ¥ (R?,1). Elradical de Ix es J = (f)

donde f =22+ 4%y
| ‘ N, 9
2 _ 2 _
Y = (y* - z?) o Zmyay

es un campo vectorial tal que X = fY y con una singularidad algebraica-

mente aislada en 0. Obsérye que f(0) =0y f <0 en R2\{0}.

Una base para M’ es {e1, ez, e3,€4} donde e; = 1,e3 =z, e3 = y, €4 = 32
y Jo = 8y®. Definimos el funcional L : M’/ —s R que manda e4 a 1 y todos
los demas elementos de la base a 0. Claramente, L(J;) > 0 y en esta base,

la matriz B = (L (eiej))j‘j;l que representa a (-, )z es-

B =

O OO
SO = O
O = O O
OO O K

que tiene signatura 2. Por lo tanto, Indp X = 2.

Los comandos en Macaulay 2 para resolver el ejemplo anterior, son los
siguientes: ' ' ' '

il : R=QQ[x,y,MonomialOrder=>Lex]
ol = R o '
ol : PolynomialRing '

i2 : Xl=y~4-x"4
02 = -x"4+y~4
02 : R
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i3 @ X2=-2%(x"3*y+x*y~3)
3 3

03 = -2x y - 2x*y _ A 1

03': R - | | | | B

i4 : JX=det jacobian matrix{{X1,X2}}
6 4 2 24 6

04 = 8x + 24xy + 24xy + 8y

o4 : R : '

i5 : I=ideal(X1,X2)
' 4 4 3 3
05 = ideal(-x +y ,-2x 7y - 2xxy )
o5 : R ‘ :

i6 : J=radical I

2 2
06 = ideal(x + y )
o6 : ideal of R :

17 f=x"2+y"2
2 2

o7 =x +y )

o7 : R o

i8 : M=R/(I:J) | L
08 = M o i

08 : QuotientRing

f
) il i
i9 : basis(M) , : I
o9 = {0} |1 x y y2| ] , i
1 4. : : b

09 : Matrix M <-- M

36




i10 : 'J’o=promote (JX//(£°2),M)
5 \

010
010

i11

oil
ol1l

112

ol2
012

113

013

013

16y

P M

: E={1,x,y,y"2}

2
{1, x, y, y }

: List

: F=(u,v)->uxv

'F

: Function

: Tab=MatrixExpression table(E,E,F)

l j 2|
1 x5y v |
2 |

|l xy 0 0 |~
- 2 !
1y oy 0 |
| 2 I
ly 00 o |

: MatrixExpression

Solo nos resta definir el funcional lineal L : M/ —s R tal que L(J}) > 0y
sustituir los valores (e;,e;) = L(ese;) en “Tab” para obtener B y posterior-
mente encontrar la signatura de B usando un método adecuado, por ejemplo
el método de Lagrange 6 Jacobi, [G]. ‘ ~ :
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Denotaremos por Y al campo vectorial analitico real que se obtiene de X
después de suprimir la funcién f de las primeras n — 1 coordenadas, quedan-

© CAPITULO 2

EL INDICE DE CAMPOS VECTORIALES REALES
CON CEROS COMPLEJOS DE CODIMENSION DOS

En este capitulo damos la prueba del teorema 2 y describimos qué tipo de
campos vectoriales son del tipo A después de un cambio de coordenadas.

§2.1 Férmula algebraica del indice para una familia de campos
- vectoriales reales con ceros complejos de codimensién dos

En toda esta seccién, el campo vectorial X siempre serd un elemento de

X (R",2) del tipo A, es decir, X es un campo vectorial analitico real con

una singularidad aislada en el origen tal que su conjunto singular complejo

- es una variedad de codimensién 2 en C". Ademds, X se escribe de la forma

0 L 0
OTp_1 » gaxn

| X:fy?a#;+-'--+fyn-1

con f(0)=0y f,g € A.

donos : 5 _ 5
' 0
Y=Y'— ... pLyn1 :
Oz T OLp_1 +g(‘3xn

. Recuerde que Y es un elemento de ¥ (R®, k), donde 2 < k < n. Es claro que

n debe ser mayor que 2.

Typeset by AAS-TEX
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Lema 2.1. Sea X € X (R",2) un campo vectorial del tipo A. Entonces, el
jacobiano de X en Ax es (unidad) f*~1JY, donde JY es el jacobiano de Y.

Demostracién. Puesto que X es del tipo A, se tiene que X se escribe como
arriba. - Tenemos entonces una funcién f ¥y un campo vectorial Y, analitico
reales. Definamos

| | 9Y? !

Y? Y | 0z | i
yn-1 -1 gy n-1 | !
. “ | i
3 Z4 ) *W

4 =f,UT vy By=fUT,

8 | | ]
donde f;, = 8—5_-’ J=1,2,...,n. Luego, el jacobiano de X es o i
J : _ ’

JX =de <8X ) R - |
_ Zj _ ‘ ;
— det (Al -+ Bl A2 +VBQ ... An + Bn> v ‘:!‘

9;1:1 Gz, T gz, :

= Z(_l)n-,_jgrc; det (A]_ -+ Bl XX AJ/_;_\_BJ e An + Bn ) . w‘
Jj=1 :

donde A},—{-\Bj significa que es removido. Ahora, siguiendo la prueba del
lema 1.3 el resultado se sigue. '

O : _ - - i
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Definamos ahora los siguientes objetos
A

Ag = g—A;
- fA+gA , |
CfYYA+ 4 fYPIA4 g A ) B S‘i‘
: fA, ' : . ‘» ‘
N: : Li,
fYTA, + - -+ fYn14, y _ ' |
4

Ay = —.
YT YA YA+ gA
El siguiente lema es fundamental para la prueba del teorema 2.

Lema 2.2. Sea X € X (R",2) del tipo A. Entonces tenemos que
M= N Ay, |

Demostracién. Prlmero demostramos que M = N Para ello deﬁna.se la
aplicacién

Tg A — A,
h— [h]
Observe que la cadena de ideales 0 C f YlA—l- A+ fYn- 1A+gA C fA+gAC

A, se proyecta en la cadena 0 C fY'A, + --- + fy"- 14, C fA, C A,
mediante la aphcac1on T4, diagrama 2.2.

0——> fY1A+ 4+ YA+ g A—s fA+gAC——>,4

T

0> FY1dy+ ot fY LA fASC— > A, | -
o 0 0 i

DIAGRAMA 2.2 - : |
| 0 |




Puesto que el kernel de 7y es el ideal g A y tenemos la cadena de ideales
gAC fY A+ + fY" 1A+ gA C fA+ gA, al hacer exacto el diagrama
2.2 en las sucesiones horizontales, obtenemos el dlagrama 2.3 del cual se tiene
que My N son 1somorfos

0 ‘ 0

0 gA : gA — 0
0% fYPA+ -+ fY" A+ gA—— fA+ gA—> M 0
g . Tg g | &
0——fY A+ + fY" 14— > fA, N 0
0 0 0

DIAGRAMA 2.3

- Este isomorfismo esta dado por la aplicacién Tgs

Tg: M — N
[Lf +sg)— [If]
que es la inducida por 7. |

Para probar que N = Ay, deﬁnase la aphcacmn o que es multiplicacién por

[ seguida de 7,

a: A— Ay
h— [fh].

La imagen bajo o de Y1 A + -.. + Y7 "A+gAdy A es fFY'A, + - +
fY"14, + gAg y fAg, respectivamente. Véa el diagrama 2.4.
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OC‘—”>Y1A+-~-+Y“_1A+QA;—>A

. o o

0—— fY*4,+ -+ fYm14,——s A
0 | 0
DiAGramMA 2.4 . :1‘;;
‘Ahora, el kernel de o es g.A, asi, completando el diagrama 2.4 a que sea v 1‘
exacto en las sucesiones horizontales, obtenemos el diagrama 2.5 del cual se _ 1‘}5;
tiene que N es isomorfo a Ay. ' : ' b
| |
0 B | | :ii
: i
| }
0 gA— gA 0 S
| | ;}f
. I
0—=YA+ - + Y14+ gAs 4 Ay 0 )
@ ' i o &= [‘
0 —— leAg +o 4+ fYnTIA fA N 0 : Jw
0 0 0 4
DiaGraMA 2.5 | - “
4
En este caso el isomorfismo esta definido como _ ’ ‘
|
a:Ay — N ‘;
[pJ—TfR). -
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Sea X € X (R",2) del tipo A, denotemos por V(g) = {z € R* : g‘(yx) =0}
Y Por flv(g)—{o} @ la funcién f restringida a V(g) - {0}.

Lema 2.3." Sea X € X (R",2) del tipo A. Entonces tenemos qué
Indp X = (sz'gno f]V(g)_{o})n_llndOY-

Demostracién.. La aplicacién definida por
H:R" x[0,1] — R
@O (- Y+ — Al ).

es una homotopia entre X y Y pues, H(z,0) = X, H(z, 1) =Y y es continua.
Luego, los ceros de H estan en Vig),y flV(g‘)—{O} es de un solo signo ya que

de lo contrario X tendrfa otra singularidad fuera del origen lo cual es una
contradiccién. : '

CASO_ I: Si fiV(g)—{o} > 0, tenemos que
Singr(H) = {0} V¢

pues para cada z # 0y todo ¢ € (0,1), f(z)+t (1.— f(z)) son todos los puntos
en el intervalo entre 1y f(z) que no contiene a cero. Por lo tanto, el grado

H(z,0) - X H(z,1) Y ._
de T 0] —- X es el grado de B~ ¥ Y en consecuencia,
ndoX = IndoY". |

CASO II: Si f_lv(g)_{o} < 0, entonces cambiamos f por —f, en el campo
vectorial X quedandonos ahora el campo vectorial :

ylz_yli_..._yn—li_,_yn o

8331 85371—1 E

el cual cumple con las mismas hipétisis que Y. Ahora, la homotopia H es.
entre X y Y’. Por el caso I, tenemos que

IndpX = Ind,Y’ -
43
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y por un calculo sencillo (usando el teorema de Eisenbud y Levine) se de-
muestra que

IndoY' =' (—l)n_llnd()Y.

Con lo cual concluimos la prueba.
- ‘

Teorema 2. Sea X € X (R",2) del tipo A y supongase que el campo vec-
torial Y € X (R™) que se obtiene de X, es un campo vectorial con una singu-
laridad algebraicamente aislada en 0. Entonces,

_ fA+gA
XM+ XA

=fAx +gAx

{i{z = fJY en M es no

ceroy siL: M =R es un funcional lineal tal que L(Jy) > 0 y definimos el
producto bilineal

es una dlgebra de dimensién finita, la clase Jy de

(VL M x M—M —R : . i

hs hs o

hy,s)——+—L <—> ' I

entonces tenemos que {-,-Yr es una forma bilineal no degenerada, su signatura
no depende de L y ’

IndpX = (signo ffv(g)_{g})n—l stgnatura(-, ).

Demostracién. Del lema 2.2, obtenemos una aplicacién ¢ de M a Ay la "
cual hace conmutativo el diagrama, 2.6 ‘

MLN

e -

Ay i

DiacraMA 2.6
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Luego, como 7, y & son isomorfismos, ¢ resulta un isomorfismo y esta definido
por '

¢: M — Ay
(1) — (&) o7 ) (A]).
Puesto que ¥ € X (R") es un campo vectorial con singularidad algebraica-

mente aislada en cero, del teorema de Eisenbud-Levine tenemos que, Ay es
una algebra simétrica’ [CR, Capitulo IX], [EL] (incluso es un anillo

Gorenstein 0-dimensional [EL]), sobre la cual tenemos que la clase JY del _

jacobiano de Y es no cero, entonces [¢~1(JY)] # 0 y como ¢~1(JY) esta en
la clase J, se sigue que Jy € M es no cero. Esto nos garantiza que s{ hay
funcmnales lineales sobre M que toman un valor positivo en Jp.

Luego, si L : M — R es cualquier funcional lineal tal que L(Jy) > 0, en-
tonces la aplicacién lineal L’ : Ay — R defimda por L'(a) = (Lo¢™) (a) =
L(fa) satisface que L'(JY) > 0. Asi, _

() M X M—5M—R

(h, s)i——>$l———>L (%)

es una forma bilineal simétrica, no degenerada y su signatura es la signatura
del producto bilineal definido sobre Ay a través de L’ que a su vez es el indice
de Y en 0, esto es

' IndoY = signatura<~, L

Finalmente, con el lema 2.3 concluimos la prueba del teorema 2.

O

Corolario 2.4. Sea X € X (R, 2) deltipo A y tal que Singc (X) es reducida
fuera del cero. Entonces
VIx

Ix 7
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es un mddulo de dimension finita sobre el cual podemos definir una forma
bilineal, simétrica y no degenerada cuya signatura es el indice de X.

Demostracién. Denotemos por V(Ix) y V(f,g) la variedad afin definida
por los ideales Ix y (f,g) en O. Puesto que Singc(X) es reducida fuera ’ i

del cero, se tiene que v/(f,9) = (f,9). Ademés, como V(Ix) = V(f,g) el
teorema de Nullstellensatz nos dice que

VIx =1(V(Ix)) = I(V(£,9)) = V{f,9) = (f,9)- -

Como sierhpre, I(V(Ix)) denota al ideal de la variedad V(Ix). Asi,
Q = 7
[x

. . . il
sigue inmediatametmente. _ , i
- v

es el médulo M dellteorema 2 y por lo tanto el‘corolario se L

§2.2 La férmula del fndice bajo cambios de coordenadas

En esta seccién, vamos a probar el teorema 3 sobre la clasificacién de campos it
‘vectoriales en X (R™,2) que pueden ser llevados al tipo A. '

Recordemos cémo cambian los campos vectoriales mediante difeomorfismos il
(cambios de coordenadas) y cémo actuan sobre el anillo de funciones. i

Denotemos por R? a R™ con coordenadas z = (#1,...,2n), andlogamente,
. . 0
R7 tiene coordenadas z = (z1,...,z,). Si Z = Zlg— +--+2Z"—— esun
» ' 0z1

. _ Zn
campo vectorial en R? y

Y:RY — R
z2—Y(z) =z

es un cambio de coordenadas. Entonces X = ¥« Z es un campo vectorial en _ i

R7 dado por ‘:“
($:2) (2) = Dly-1(yZ (v~2(z))  (222) b
(N |
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observe ‘que

X' = % (v~ =) 7 (v 2), i=1,...,n. (2.2b)
=1 ‘ 7 .
A nivel de funciones, el cambio de coordenadas 1 induce un isomorfismo,
v A, — A,
' h— ¢*h=hoy1

Lema 2.5. Sean Z € £(R"), ¢ : R? — R™ un cambio de coordenadas y
X = .Z. Entonces, '

_”IZQ___"IX
I — Iy~

Demostracién. Sealz = Z'A+...+2Z34 C A elideal de las componentes
del campo vectorial Z e Ix = X' A +---+ X34 C A, el ideal correspon-
diente de X. Como ¢* es isomorfismo, 1* (Iz) es un ideal de A, ahora,
puesto que 9 es difeomorfismo, D1 es invertible, asi, por la ecuacién (2.2a),
Vv (Z)= (DY) ' Xy por lo tanto ¢* (Iz) C Ix. Por otra parte, de (2.25) se
tiene que Ix C %* (Iz), y en consecuencia (¢*) "' Ix = I, luego,

OJ

Este lema nos garantiza que el corolario 2.4 permanece valido bajo cambios
de coordenadas. La ventaja de usar esta definicién de M , radica en el hecho

que es menos complicado encontrar una base para esta dlgebra (usando la
computadora).

Teorema 3. Sea Z € X (R",2) tal que Singc(Z) es interseccion completa y
reducida fuera del origen, con ecuaciones f=0yg=0. Entonces, existen
dos campos vectoriales A y B tal que

Z = Af + Bg. -
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Ademas, si A 6 B no se anula en cero, entonces existe un dzfeomorﬁsmo local

Y tal que
(v
es un campo vectorial en X (R, 2) del tipo A.
1 0 0
Demostracién. Sea Z = Z Fym + - +Z”8—~ como en el toerema, puesto
z

que Singc(Z) = V(f, g), el teorenila de Nullstellensatz y el hecho que Smg@( )

es reducida fuera del cero nos dicen que /Iz = (f,g). Ahora, puesto que

Iz C \/Iz se tiene que Z' € (f,g) y por lo tanto, para cada i, i = 1,...,n
. existen funciones a;, b; tal que :

| Zi=aif+b¢g, 1=1,...,n.

Definimos entonces, dos nueves campos vectoriales

A(Z)—axi—f— e ¢ 7%

821 E, v
0 0

del cual tenemos que Z = Af + Bg.

Ahora, supongamos que B(0) # 0, entonces por el teorema del flujo tubular
[PdeM, pég. 40], [HS] existe un difeomorfismo YUy CR* — R (U

vecindad abierta de 0) tal que 9,B = ai =(0,...,0,1) luego, , I

4.2 = . (Af + Bg) = b. (Af) + . (Bg) S
=W HU AW+ E9uB - i

. 0 :‘;“}‘:“‘
=WHR@ W | R
1 -,
f/Y1 il
= fl}/:n—l ‘ i
g )
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es un campo vectorial en ¥ (R™,2) del tipo A. |
D .

Ejemplo 2.7. Consideremos el campo vectorial

Z = (m2+y2+z2)xi+ (w2+y2+z)yé—+z—.

: oz Oy 0z

Es claro que Z € X (R?,2), V(X% X2 X°) es interseccién completa con
ecuaciones . ‘ ,
fesiy=0 g=z=0,

es reducida fuera del origen y /Iz = (f, g). Para verificar lo enterior, puede

usarse Macaulay 2. Luego,

Z=Af+Bg
donde A y B son los campos vectoriales |
A—:Ea—x'f‘ya_y-i-()%, -y r
. -0 0 0
B=zz— — 4+ —.
- +y8y * 0z

Observe que B es un campo vectorial nunca cero y el flujo en el punto

(3307 Yo, ZO) es»

¢ = (2024500 ot t+ 2 = (a(t), y(1), 2(1))
Ahora, en una vecindad‘ de (z,y,0), el flujo es |
by = (xel/th,yet,t)
| | |
Observe que ¢(u,v,t) = (uel/ztz, vet, t) = (z,y, 2), tiene la propiedad que -
. |
¢ |0} =8B,

1
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asi '

$(@9,2) = 671 @,,2) = (2672 ye ™ 2) = (u,0,2)
es un cambio de coordenadas, tal que
flu , |
X = ¢*Z = vf,’U. , f/ = u2et -+ ’1)232t7 ’ g/ = t.
g |

es un campo vectorial en X (R3, 2) del tipo A. Por el teorema 2 el indice de
‘X en Ojes +1 y por lo tanto, tenemos que IndoZ = +1.

Una pregunta natural que se deriva del tltimo resultado es: itodos los cam-
pos vectoriales de X (R", 2) pueden ser llavados a campos vectoriales del tipo
A? Sila respuesta a esta pregunta es afirmativa, el problema estaria comple-
tamente resuelto en R3, sin embargo, esta pregunta queda sin resolver.
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~ CAPITULO 3

‘EL COMPLEJO DE KOSZUL DE CAMPOS VECTORIALES
EN R* Y SU RELACION CON EL INDICE

En este capitulo vamos a investigar cudles son los grupos de homologfa no
- triviales del complejo de Koszul K asociado a campos vectoriales en ¥ (R™, 1)
y X(R",2). En la primer seccién obtenemos resultados generales del com-
plejo de Koszul para campos vectoriales en X (R", k), en la seccién §3.2
demostramos que para campos en ¥ (R"?,1) tenemos homologia no trivial
al nivel 0, nivel n —1 y vemos que el anulador de H,_;(K ) como Hy(K)-
médulo es de dimensién finita y allf podemos definir una forma bilineal,
cuya signatura es el indice de Poincaré—Hopf del campo vectorial X. En la

dltima seccién estudiamos el complejo de Koszul de campos vectoriales en
X (R, 2), calculamos explicitamente el Hy_3(K) grupo de homologia para el -

caso n = 3 y obtenemos que el anulador de Hp_3(K) como Hy(K)-médulo
es de dimensién finita y coincide con el 4lgebra del teorema 2. '

§3.1 El complejo de Koszul de campos vectoriales
reales con ceros complejos de codimensién k.

Sea X € X (R™) un campo vectorial con una singularidad aislada en el origen.
Para construir el complejo de Koszul de X , S€a

Qi = {Gérmenes de i—formas diferenciales holomorfas en 0},
‘ i=0,1,...,n.

Cuya base estandar es,
Ej={e, = dz;, Ao Ndzg o T = (j1,...,45) C (1,...,n)}.

. ‘ Typeset by ApS-TEX
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Demostracién. La demostracién es inmediata del
: 52

Definimos el complejo de Koszul K de X , COmMo
K: 0ot Sot X Kot X o

» DX L g '
y los morfismos, Q! <5 Q=1 son las aplicaciones contracicién por el campo
vectorial, definidas por '

X:Qf — it
‘ i
e, > (1) Xz A Adz A A dz;,
v=1"
donde ‘cfzj\u significa que es removido.

No es dificil verificar que K es. un complejo. Y como siempre, el i—ésimo
grupo de homologia del complejo K es '

_ ker{¥ & gi-13

Hi(K) ,
’ Im{Qi+1 X, i)

1=0,1,...,n.

Siempre sev’c‘iene que
@)
H,
X0+ +xn0 ¥ Hr

Algunas referencias sobre este tema son las siguientes: [GH, pag. 687] y [E,
cap. 17]. '

Ho(K) = (K)=0.

El problema que nos hemos planteado en este trabajo se refiere a campos
vectoriales en X (R”, k), asf que, el siguiente resultado es muy importante ya
que como veremos en lo que resta de este capitulo, las élgebras de dimensién : :
finita de los teoremas 1 y 2 estan relacionadas con los grupos de homologia , i
de K y para esto el siguiente resultado es fundamental. : :

Proposicién 3.1. Sea X € X (R, k) y K el complejo de Koszul de X. Se ‘ I
tiene entonces que ‘

Hn—k(-K) :5& 07
es un Ho(K)-mddulo y Hy(K) =0, Vi > n — k.




Corolario. [Eisenbud, pag. 434] Si f1,..., fi es una sucesion regular en O,
entonces

(fl:"')f’i) : (f1>)fn)

- Hn_i (K(fl,’fn)) =

(f1,--0 fi)
En particilar, si f1, ..., f; es una sucesién regular en el ideal I = (f1,..., fn),
entonces H; = 0 para j > n—1. Si f1,..., fi es una sucesion mazimal en I

y I # O, entonces |
Hp i (K(f1,---, fa)) #0.

Puesto :que codim (Singc (X)) = k tenemos que depth(Ix) = n — k, i.e., hay

una sucesién regular maximal en Iy de longitud n—k y por lo tanto, H,_; #
0. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que X"~ *+1 . . X" forman
dicha succesién regular maximal. Haciendo referencia al corolario anterior,
tenemos que

(X0 4+ XN0) (X0 + -+ XR) -
Hn—k(K) - . Xn_k+]_0+ - +X”@ (311)

es un O-médulo. Como X0+ .-+ X"O C annH,_i(K), pues
(@X'+---+a, X" h € X" 10 4.+ X70,

para toda h € Hn_k(K), tenemos que H,_x(K) tiene estructura de Ho(K)-
moédulo. - . , ,
O

§3.2 El complejo de Koszul de campos vectoriales
reales con ceros complejos de codimension uno

En esta seccién, hacemos el célculo explicito de H,—1(K) y encontramos una
relacién entre el anulador de H,,_;(K) como Hy(K)-médulo y el espacio de
 dimensién finita del teorema 1. -
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Teorema 3.2. Sean X € X (R",1) y Y el campo vectorial que se obtiene de
X después de escribirlo en la forma X = fY. Entonces, tenemos que
O
! H, {(K)~ —.
| Demostracién. De la proposicién 3.1, tenemos que» H,_1(K) # 0. Por
el lema 1.2, el campo vectorial X se escribe como X = fY, donde f € Ay
Y € X(R*, k) con2 < k < n. Asi, usando de nuevo la proposicén 3.1 tenemos
que la homologia al nivel n — 1 del complejo de Koszul K (Y') asociado a Y
\ ' es trivial y por lo tanto ‘
. k{0t S0 =mf{or Lol (329 .
Por otra parte, de la definicién de Q° — Q~! y del hecho que X = Y, se . "‘!ll
tiene que ' i
i X, ai-1 i Y qi-1 ‘51}}:5?
ker{Q0* = Q }=ker{Q' — Q }. (3.2b) i
Ahora, como 0 — " 5 Q71 es inyectiva, tenemos que la imagen inversa ' i
de "~ bajo el mapeo contraccién por ¥ es Q7 & (O, esto es bl
: Yo =qr =0, . (3.2¢c) ;

- Por otro lado, la imagen inversa de Im{Q?3 BN 0?2} bajo el mapeo contraccién I
| por Y es fQ" &£ fQ, i.e., i

Y- (Im{Q”, = Q”‘i}) = fQ" = fo. (3.2d) 4

Luego, tenemos que

ker{Q”_lbi Q21

Hy 1 (K) = - por definicién -
o Im{Q" — OQn-2} :
k Qn—1 Y Qn—2 ' ' :U\
= er{ X_—> } por (3.2b) i
Im{Q"» = Qr-1} : _ o
I Qn Y Qn-1 ‘
= m{ ;} ) por (3.2a) :
Im{Q" = Qn—1} - ‘ |
o |
=50 | - por (3.2¢) y (3.2d)
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- Con lo ¢cual queda concluida la pi*ueba.
0 ‘

Terminamos esta seccién haciendo ver la conexién entre las homologlas de K
al nivel cero y n — 1 con el teorema 1.

Sea X € X (R” 1), por el lema 1.2, el campo vectorial X se escribe, X = fY |

donde f : (R*,0) — (R,0) es una funcién que no cambia de signo fuera |

! del origen y Y es un campo vectorial en X (R", k), con 2 < k < n. Luego, ' ' -
‘ el teorema anterior nos dice que el n — 1 grupo de homologia del complejo '
O )

de Koszul asoc1a,do a X es H, .(K) = 70 Claramente H,_1(K) es un :

O—modulo cuyo anulador es el ideal fO. Por otra parte, puesto que i)

Ix=X'0+-+X"0C O =ann(H, (K)) . b

se tiene que H,_;(K) también tiene estructura de Hy(K)-mdédulo, dada por

Ho(K) X Hn_l(K) - Hn_l(K) ‘ b
(ho + Ix, hy + fO) = hohy + fO. | ) "

| _ Por definicidn, el anulador de H,_1(K) como Ho(K)-médulo es
aoeyHn—1(K) = {h1 + Ix € HO(K) i hih e fOVh+fO € Hy_1(K)},

b

anmn

claramente,
‘ fO+1Ix Canng o Hn1(K)

ysihg+1Ix € annHo(K)Hn_l(K) entonces
hoh € fOVYh+ fO € H,_1(K),

en particular, como 1+ fO € H,_1(K)y 1 ¢ fO se sigue que ho € f(? y asi,
° anny o Hn1(K ) C fO+ Ix.

Por lo tanto,

_ ' fo |
OMgia Hnoa(K) = fO + Iy = X0+ -+ X0

- Luego, tenemos el siguiente
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Corolario 3.3. Sea X € X (R",1) y supongamos que el campo vectorial Y
que se obtiene de X al escribir X = fY tiene una singularidad algebraica-
mente aislada. Sea K el complejo de Koszul asociado a X. Entonces,

FO

Hyp1(K) = X0+ ...+ X0

annHo(K)

es el modulo M de dimensidén finita del teorema 1.

Lo fundamental del teorema 1, fué haber encontrado un espacio de dimensién
finita sobre el cual encontramos una férmula algebraica, para calcular el indice
de Poincaré-Hopf de campos vectoriales en X (R",1). El corolario anterior lo
que nos dice es que dicho espacio lo podemos encontrar, haciendo uso de una
teorfa general de geometria algebraica como lo es el complejo de Koszul. La
sigulente seccién es en el mismo sentido que ésta, solo que ahora consideramos
campos vectoriales en X (R",2).

§3.3 El complejo de Koszul de campos vectoriales
reales con ceros complejos de codimensién'dos

El problema de este trabajo, lo hemos resuelto para campos vectoriales en
R3, salvo demostar que todos los campos vectoriales en ¥ (R?, 2). se pueden
aproximar por campos vectoriales que son del tipo A.

En esta seccién, vamos a calcular explicitamente los grupos de homolog1a'
no triviales del complejo de Koszul K asociado a elementos de X (R3, 2)
y veremos qué relacién hay entre estos grupos de homologfa y el espacio
de dimensién finita del teorema 2. En general, si X € X (R",2) tambien
encontramos una relacién (corolario 3.5)

Sean X € X (R®,2) y K el complejo de Koszul asociado. Por la proposicién
3.1, tenemos que H;(K) # 0y H;(K) =0, para ¢ =2, 3.

Teorema 3.4. Sea X € X (R3 2) Y K el complejo de Koszul asociado. En-
tonces, tenemos que ‘

(X20 +X°0) : (X10)

H(K) =

X20 + X30
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Demostracién. Puesto que dim (Singc(X)) = 1, podemos suponer que X 2
y X3 son una sucecién regular en Ix. Deﬁmmos

(X20+X30): (X'0)={gc 0] gX'e X?0+ X%0},
y damos la aplicadén ¢ definida por
¢ : ker{Q' 5 0} — (X?0 + X30) : (X0)

w = edz; + fdzo + gdzz — ¢

?

ésta funcién estd bien definida pues si w € ker{Q! =3 O} entonces’ ‘ v ‘\
X(w)=eX'+ fX2+gX3=0 | |

| y en ese caso eX! € X200 + X30. Por lo tanto e € (X20+X30): (X10). . )
} * ¢ es suprayectiva. ' !
i ‘Esto es inmediato, ya que si h € (X204 X 30) : (X'0O) entonces ' i

X e X200+ X30 : i

y por lo tanto, existen elementos m, n € O tal que Col
hX' = —mX? - nX3.

Luego, hX* + mX?+nX® =0y al tomar w = hdz; + de:z + ndzs tenemos
que ¢(w) =

Por otra parte, Xz, X3e (XZO + X30) : (X'0) y por lo tanto
X*0+X°0 c (X?0+X30) : (X10).

 Ademds, tenemos que rgﬁ

Im{0? % 0} ¢ ker{Q! %5 O} o s
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é <Im{92 X, Ql}) = X20 + X30.
Luego, ¢ nos da lugar a la aplicacién '

(X20 + X20) : (X10)

[¢]: Hi(K) — X20 + X30

definida de manera natural.

Como ¢ es suprayectiva,' se tiene que [¢] también es suprayectiva. Verifique-

© mMos ahc\)ra que [¢] es inyectiva.

e [¢] es inyectiva. Sea w = edz; + fdzs + gdzs € Hi(K.), tal que e €

X20 + X30, i.e.[¢)(w) = 0. Luego, e = — (AX?+ BX®) y como eX! +
fX?+ gX® =0 tenemos que ' :
— (AX?+ BX®) X'+ fX2+ gX® =0
(F-AXY)X?+(9-BXY) X*=0

(AX' - f) X* = (9— BX")X°, (3.32)

Como X? y X3 son una sucesién regular, se tiene que X? no divide a X3
y viceversa. Por lo tanto, de la ecuacién (3.3a) tenemos que X3 divide a
(AX! — f) ie. existe ¢ € O tal que ¢’ X® = AX? — f. De igual manera,
tenemos que X? divide a (g — BX") por lo cual existe, ¢’ € O tal que
c"X? =g— BX'. Es facil ver que ¢ =¢”. '

Probemos que existe n € Q2 tal que X(n) =w. Sea n=adz; Ndzy + bdz‘l A

dzz + cdzs N dzs. La imagen de 7 bajo X es
X(n) == (aX?+bX3) dzy + (aX' — cX?) dzp + (bX' +cX?) dzs.

Haciendo, a = A, b= B, y c = ¢ = ¢" tenemos que X () = w.

Con todo lo anterior hemos probado que si [¢](w) = 0 entonces w = 0 en
H{(K) y por lo tanto [¢] es biyectiva y hemos concluido la prueba.
D ! -
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Analicemos cual es la relacién de esta seccién con nuestro problema. Sea
X € % (R®,2), entonces tenemos que el 0 grupo de homologfa del complejo
de Koszul asociado a X, es

O

HO(K) X0+ X200+ X30°

Como X € % (R%,2) hay dos elementos que forman una sucesién regular
méaximal en el ideal de las componentes de X, supongamos ‘que X 2y X3
forman dicha sucesién, por el teorema 3.4 se tiene que

(X20 + X30) : (Xlo) |
X0+ X30

Hi(K) =

Claramente H;(K) es un O-médulo y
X0+ X20+ X%0 C ann (Hy(K))

| vaquesip € X1O+X20+X30 tenemos que ph € X20+X30 paratodoh €
| H;(K). Asi, H,(K) puede ser reconsiderado como un Hy(K)-médulo donde
la multiplicacién es definida de manera natural. Luego, podemos considerar “
el anulador de H;(K) en Ho(K) y ver si satisface las propiedades de una |
algebra simétrica.

En el caso qﬁé el éampo vectorial X es del tipo A, tenemos que

fY20 +g0) : (fY0)
Y20+ 40 ’

Hl(K):(

No es dificil convencerce que
(fYZO + gO) : (leO) =Y?0+ g(?

y por lo tanto, el anulador de H;(K) como O-médulo, es el ideal fO + gO.
Tenemos entonces que ‘

fC’)—l—gO

X104+ X204+ X30°
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Luego, el anulador de H; (K) como Hy(K )-médulo, es el espacio de dimensién
finita M del teorema 2 y por lo tanto, tenemos definida nuestra férmula del
indice en annH‘o({{) H,(K). '
En general, si X € X (R",2) es del tipo A se tiene que fY" !y g forman
una sucesién regular, entonces '

(fY" 10+ 40) : (fYIO+ -+ fY"“zb)
' fY"=10 + 40

H,_5(K) =

Se puede ver que . :
(Y0490 (FYTO+ -+ FY20) = Y0 4 4O

y por lo tan‘cb, el anulador de H,_3(K) como Hy(K )—médulo es el dlgebra - ‘5
de dimensién finita del teorema 2, esto es | ’ N |
| _ S | |

‘ L fO+ g0 ‘ ;

.annHo(K)HN—Z(K) - X10+.+Xn0 ' 1

Corolario 3.5. Sea X € X (R",2) deltipo A y supohgase que el campo vec-
-torial Y que se obtiene de X tiene una singularidad algebraicamente aislada ,
en 0. Sea K el complejo de Kozsul de X . Entonces, ' l
) I|

_ fO+ 40 _ ' :
_X10+--~+X"(9 _ g

~ es el médulo M de dimensién finita del teorema 2. . 1;

anhHo<K)Hn_2(K)

Las relaciones que hemos encontrado entre los anuladores de los grupos de ho-
mologia y los espacios de dimensién finita de los teoremas 1 ¥ 2 nos conducen
a formular la siguiente conjetura. '

Conjetura. Sea X € X (R, k) y K su complejo de Koszul asociado. En- v ‘1‘
tonces, el anulador de Hy,_,(K) como Ho(K)-mddulo, : . | b
a’nnHO(I\’)Hn_k(K> . ‘\

es un espacio de dimension finita, sobre el cual podemos definir una forma
bilineal simétrica y no degenerada con la propiedad que el indice de X en 0
es la signatura de esta forma bilineal.
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